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Uloha 1. Do $tvorca ABCD boli nakreslené rovnostranné troju-
holniky ABX a CDY. Urcte stcet vyznacenych uhlov.
(Maria Domanyova)
Y
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Riesenie. V prvom rade si uvedomime, Ze vdaka symetrii st vietky $tyri vyzna&ené uhly
rovnaké. Zameriame sa na najdenie velkosti |/Y DX]|.

Viimnime si, Ze vieme vypoéitat |/XAD| ako |/BAD|-|/BAX], ¢oje 90° —60° = 30°. Podobne
vieme odvodit [L/ADY| = 30°.

Dalej plati |DA| = |AB| = |AX]|, takZe trojuholnik AXD je rovnoramenny. Ked'Ze [/ XAD| =
30°, tak z toho Iahko dopoé&itame |/ ADX| = %(ISOO —30°) = 75°. Mame vs$ak |Z/ADY| = 30°,
z ¢oho hned’ dostavame, Zze hladany uhol /Y DX ma velkost |[/ADX|-|/ADY|=75°-30° =
45°,

Zadanie sa na nds pyta na sucet $tyroch uhlov velkosti 45°, odpoved je teda 4-45° = 180°.

Poznamky k bodovani. Vétsina feSeni spravné urcila velikosti nékterych ahld v obrézku, ale
¢asto v nich chybél néjaky poznatek, ktery by feseni alohy dotahl do konce. Vétsina feseni
dokdzala vyuzit velikosti vnitfnich Ghla ve ¢tverci a rovnostranném trojuhelniku (podle
mnozstvi spravnych poznatkl za 2 az 4 body), ale dal uz si nevsimla rovnoramenného
trojahelniku v obrazku. Nejvice bodt jsme tak strhédvali za feSeni, kterd vysledek néjakym
zpusobem tipnula nebo nedostate¢né zdtvodnila, jak k nému dospéla.



Uloha 2. Je dany trojuholnik ABC. Stredy jeho stran BC a AC oznaéme postupne ako F a G.
Na strane AB st dané body D a E tak, Ze D le#i medzi A a E. Usetky CD a CE pretinaji
tsedku FG postupne v bodoch H a I. Stvoruholnik DETH ma obsah 90 cm? a dizky useciek
HI a AB st postupne 4 cm a 21 cm. Vypocitajte obsah trojuholnika ABC.  (Karel Pazourek)

Riesenie. V§imnime si trojuholnik CDE. Use¢ka HI je jeho stre- ¢

dna priecka. Obsah trojuholnika CHI je teda Stvrtina obsahu

trojuholnika CDE. Preto plati, Ze obsah stvoruholnika DEIH

je rovny trojnasobho obsahu CHI, takZze obsah CHI je rovny

90/30 = 30. Kedze |HI| = 4, je vyska na stranu HI v tomto troj-

uholniku rovna 2 -30/4 = 15. Vyska v trojuholniku CDE je jej G F
dvojndsobkom, takze je rovna 30. Obsah trojuholnika ABC po-

tom musi byt 21-30/2 = 315.
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Poznamky k bodoviani. Nej¢astéjsi problém byl, Ze feSeni neobsahovalo popis, jak se k ¢islim
dojde. Za pozorovani, Ze stfedni pricka je dvakrat mensi, a z toho dopocteni tsecek, jsme
dévali 2 body. Body jsme naopak strhavali za chybéjici zduvodnéni, jak se k délkam ¢i ob-
sahtim doslo. Za numerické chyby jsme body nestrhavali.

Uloha 3. St dané body T, K, A, D, L, E, C ako na obrazku. Pred-
pokladajme, Ze sticet cervenych uhlov je 73°, modry uhol je 42°,
a sucet zelenych uhlov je 84°. Urcte uhol, ktory zvieraja priamky
TK a EC. (Svetlana Bednatova)

Riesenie. Aby sme mohli uréit uhol, ktory zvieraju priamky TK
a EC, predlzime si tasecky TK a EC na priamky a ich priese¢nik
oznacime P. Potom vlastne hladdme |/TPC].

Tento krok by nds mohol motivovaf k tomu, aby sme skusili

predizif na priamky aj iné tsetky — viimneme si, Ze ak

predizime AK a LE a priese¢nik tychto priamok ozna¢ime Q, E
bude novovzniknuty atvar KQEP Stvoruholnik a potrebujeme K
uréit velkost jeho vnutorneho uhla pri vrchole P. PretoZe su ! A
uhly /PKT a /PEC oba priame, je ich sucet rovny 360°, ¢o je \/
tiez sucet vnatornych uhlov stvoruholnika KQEP. Porovnanim A C
tychto dvoch vyjadreni dostaneme T L

|/TPC|+|/KQE|=|/TKQ|+|/QEC|=73°.

Teraz vyjadrime uhol /KQE. Podobne ako v predchddzajicom pripade vyuZijeme, Ze sucet
velkosti vnttornych uhlov v $tvoruholniku AQLD je 360°, rovnako ako stéet priamych
uhlov /KAQ a /QLE. Preto

84° = |/KAD|+|/DLE| = |£AQL|+|/ADL| = |£KQE| + 42°,



odkial [/KQE| = 42°. Dosadenim do prvej uvedenej rovnosti uz lahko ziskame

|/TPC|=73°-|/KQE| = 73° - 42° = 31°.

Poznamky k bodovani. V této tloze bylo zasadnim krokem, prodlouZit si zminéné tsecky na
pfimky a pracovat s bodem, kde se protnou. Regeni, kter4 za tuto tlohu ziskala 0 bodd, tento
krok neobsahovala. Néktera feSeni podminku o souctu uhld pochopila tak, Ze si velikosti
danych thld mohou zvolit, coZ samoztejmé neni pravda (dokud davaji spravny soucet, muze
se stat, Ze thly budou vselijaké). Tato feSeni mohla ziskat az 2 body. Dale az 4 body ziskala
reSeni, kterd ulohu nedofesila, ale pouzivala spravné kroky jako otdceni primek podle za-
danych uhld, nebo dopocitdvani thlt v n-thelnicich.

Uloha 4. Mame obdiinikovy papier so stranami diZzok 22 ¢cm a 26 cm. Rozhodnite a zd6vo-
dnite, ¢ je mozné z neho vyrezat 5 kruhov s priemermi 10 cm. (Josef Tkadlec)

Riesenie. Odpoved je, Ze to ide spravif. Pomodzeme si trojuholnikom so stranami 6, 8, 10,
ktory je z Pytagorovej vety kvoli 62 +82 = 102 pravouhly. Strana dizky 26 je potom rozdelena
ako 5+ 2- 8+ 5, zatial ¢o strana dizky 22 ako 5+ 2 -6+ 5. Konstrukcia je viditeIna z obrazka.
Aby bolo rezanie moZné, potrebujeme, aby sa kruhy neprekryvali. To je ale zabezpecné tym,
Ze stucet polomerov Ziadnych dvoch kruhov neprevysuje vzdialenost ich stredov.
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Poznamky k bodovani. Dost feSeni nepochopilo, Ze je tfeba tlohu dokazat a nejen narysovat
(2 body za konstrukci). Nékteri méli problém, Ze si mysleli, Ze sta¢i podélit obsah obdélnika
obsahem kruhu a tim se ziska, kolik kruhti se tam vejde (0 bodii). Dalsi problém byl, Ze si
mysleli, Ze sta¢i ukdzat, Ze se "vejdou 3 na thlopricku”, tedy, Ze thlopfticka je delsi nez 30.
Takova feseni dostala 3 body: 2 body za konstrukci + bod za pocitani Pythagorovkou.

Uloha 5. Je dany $tvoruholnik ABCD s priese¢nikom uhloprietok T. Predpoladajme, Ze
velkosti uhlov BAC a DBA st postupne 30° a 45°. Na tsecke BT lezi bod Z taky, ze CZ 1 BT.
Predpokladajme, Ze priamka CZ pretne tsecku AB v bode M. Nech R je priese¢nik useciek
AT a MD. Predpokladajme, Ze |AM| = |AR| a [MR|+|TD| = 14 cm. Uréte velkost usecky
|BZ|. (Patrik Bak, Maria Domanyova)

Riesenie. V trojuholniku AT B pozname uhly pri vrcholoch A a B, a sice 30° a 45°, uhol pri
vrchole T teda bude mat velkost 180° —30° — 45° = 105°, takze |/DTR| = 180° — 105° = 75°.

Dalej si v§imnime, Ze v rovnoramennom trojuholniku AMR pozndme uhol oproti jeho z4-
kladni, a sice 30°. Zvy$né uhly teda buda mat velkost 1800—%-300 = 75°, takze tiez |/DRT| =
|/ARM| = 75°.

Spojenim dvoch predoslych odstavcov mame, Ze trojuholnik DTR je rovnoramenny so za-
kladriou TR, takze |DT| = |DR|. Predpoklad |[MR|+|TD| = 14 teda znamena, ze |MR|+|DR| =
14, takze |MD| = 14.



Pozrime sa na trojuholnik MDZ. Je pravouhly, pricom uhol pri vrchole D mé velkost 30°.
O takomto trojuholniku je vSeobecne zndme, Ze jeho prepona je dvojndsobkom odvesny
oproti vrcholu s uhlom 30°, takze [MZ| = 14/2 = 7 (nahliadnutf to m6Zeme tak, Ze si uve-
domime, Ze ide o polovi¢ku rovnostranného trojuholnika — vid obrazok, bod M’ je taky bod,
ze Z je stred MM’; potom |[tMDM’| = 2-30° = 60° = |[£M’MD|, takze trojuholnik DMM’ je
naozaj rovnostranny, a teda |[MD| = |MM’| = 2|M Z|).

Poslednym krokom je uvedomif si, Ze trojuholnik M ZB je tiez rovnoramenny: uhol pri vr-
chole Z je totiz 90° a uhol pri B je 45°, takZe uhol pri M je tiez 45°. Tym padom |BZ| = [MZ| =
7, takzZe uloha je vyrieSend.

Poznamky k bodovani. Vi¢sina riesitelov sa spravne rozhodla dopotitavat velkosti uhlov (za
vietky potrebné spravne uréené uhly sme udelovali 2 body). To bolo v tlohe kltéové. Po-
merne vela rieSitelov sprdvne vyuzilo tieto poznatky na zistenie, Zze [MD| = 14 (1 bod) a
IMZ| = |BZ| (1 bod). Vi&sina riesitelov sa tu vSak zasekla a tlohu nedotiahli do konca. Za do-
kon¢enie s vyuzitim [MZ|/|MD| = 1/2 vd'aka uhlom v trojuholniku MZD sme dévali zvy$né
2 body. Iba za uhadnutie vysledku sme udelovali 1 bod.

Uloha 6. Nech P, Q st postupne stredy stran BC, CD obdlZnika ABCD. Bod S je prieseénik
jeho uhlopriecok. Ozna¢me K priese¢nik priamok BQ a SP. Rovnobezka s AC prechadzaju-
ca bodom K pretina priamku BD v bode L a priamka PL pretina uhlopriecku AC v bode M.
Urcte pomer |SM]| : [SLI. (Jaroslav Svrcek)

RieSenie. V§imnime si trojuholnik BCD. Bod K je priese¢nikom faznice BQ na stranu CD
a jeho strednej priecky SP rovnobeznej s CD, tym pddom je K stredom SP (mdZeme to
vidiet napr. z toho, Ze SK je stredna priecka v BDQ, KP je strednd priecka v BQC, teda
z rovnosti [DQ| = 2|SK]|, |CQ| = 2|[KP| a |IDQ| = |CQ| médme |SK| = |KP|).
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Teraz dokdzeme, ze |LS| = |LK|, k tomu si pomdZzeme uhlami: Z rovnobeznosti AB || SK

mame |/LSK| = |/SBA|. Z rovnoramennosti SBA je tento uhol rovny aj |/BAS]|, ¢o je znova
z rovnobeznosti AB || SK rovné |/KSC|. Nakoniec, vdaka rovnobeznosti AC || LK mame
|/KSC| =|/SKL|, takze dokopy |/LSK|=|/SKL|, o sme chceli dokazaf.

Teraz si vS§imnime trojuholnik PMS. Bod K je stredom SP. Tymto bodom vedieme rov-
nobezku s MS a pretneme s MP v L, tsecka KL je teda stredné priecka trojuholnika PMS.



Spojenim s |LS| = |LK| z predo$lého odstavca teraz uz lahko dostavame |SM| = 2|LK| = 2|SL),
takze |SM|:|SL|=2:1.

Poznamky k bodovani. Hlavnim problémem v této tloze bylo zmateni, jak jsou nékteré body
definovany. V fesenich se Casto vyskytovala tvrzeni stylu ,protoze M je stred AS, tak ...“,
jenze zapominala dokazat, pro¢ je M stfed AS. Ten v zadéni je definovan jako prisecik
néjakych primek. Za pouhé napsani vysledku jsme dédvali 1 bod. Za malé kroky k feSeni
jsme pak dali 2 body. Reseni, kterd naopak obsahovala riizné nedostatky dostala 3-6 bods.
I za maly pocet drobnych nedostatki jsme dali 6 bodii.



