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Uloha 1. Je dany trojuholnik ABC s vyskou CD, pri¢om D
lezi na usecke AB. Sucet dizok stran AC, BC a priemerov
kruznic vpisanych trojuholnikom ADC a BDC (teda sucet
“arkovanych tseciek) je 26 a dizka useky CD je 6. Urite
obsah trojuholnika ABC. (Maria Domanyova, Patrik Bak) A

Riesenie. Ozname si polomery jednotlivych kruznic ako r, a r,, a tieZ uvazme tsecky dizok
by, by, c1, ¢, ako na obrdzku - rovnost useciek velkosti r; a r, vyplyva zo zvyraznenych
Stvorcov, zatial ¢o pri rovnosti tsetiek dizok b, a tieZ usetiek dizok c, sme pouzili znamy
fakt, ze vzdialenost vrcholu trojuholnika od bodu dotyku s kruznicou vpisanou je rovnaka
pre obe ramena obsahujtce tento bod (zd6vodnit to vieme vd'aka zhodnosti trojuholnikov
tvorenych danym vrcholom, stredom kruznice vpisanej a bodom dotyku).

Podl'a zadania |CD| = 6. V§imnime si, Ze dizku |CD| vieme vyjadrif dvoma d’al$imi spésobmi,
jednak ako |CE|+|ED]|, teda by +r; (znova pouzivame rovnost doty¢nic a zvyrazneny §tvorec),
ale aj ako |CF|+|FD|=c¢ + 1. Tym pddom by + 7 =6 a ¢y +1, = 6.
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Druh4 podmienka zo zadania hovori, Zze |CA|+ |CB| + 2r; + 2r, = 26. Ttto rovnost rozpiseme
ako

26 = (b1+b2)+(C1+C2)+27’1+27’2 = (bl+7’1)+(b2+7’2)+(b2+€2+1’1+T‘2): 12+(b2+C2+1’1+T‘2).

Viimnime si, Ze na pravej strane mame v zatvorke dizku |AB| zapisanu ako sucet $tyroch
useciek, takZe tato rovnost vlastne znamena |AB| = 14. Tym padom uZ vieme spocitaf obsah
ABC ako 14-6/2 =42.



Iné riesenie. Podla znameho vzorca pre velkost polomeru kruznice vpisanej trojuholniku
pravouhlému trojuholniku plati
|AD| +|CD|-|AC| |BD| +|CD|-|BC|
r = > a 1= 2 .

V kratkosti zdovodnime, preco plati prvy vztfah (druhy je analogicky). Po vynasobeni dvomi
a pripoé¢itani |AC| mame ekvivalentny vztah 2r; +|AC| = |[AD| + |CD], a po prepise na nase
tse¢ky mame, Ze lavd strana je rovnd 2r; + by + by, zatial ¢o prava strana (b, + 1) + (b +11),
¢o je to isté.

S tymito vztahmi mozZno vypocet |AB| skratif: S¢itanim rovnosti a pouzitim |AD|+|BD| = |AB|
lahko dostaneme vyjadrenie

|AB| = 27, + 272 +|AC|+ |BC| - 2|CD| = 26 -2 -6 = 14
ako v predoslom rieseni.

Poznamky k bodovani. Klicovou myslenkou bylo uvédomit si, Ze dotyky kruZnice vepsané
rozdéluji strany trojuhelniku na stejné dlouhé useky. Caste¢né body jsme udélovali za riizné
poznatky, co k tomuto vedly.

Uloha 2. Je dany pituholnik ABCDE s prave jednym nekonvexnym uhlom, a to pri vr-
chole C. Predpokladajme, Ze polpriamka AC pretina stranu DE, &m rozdeli patuholnik
na 3 zhodné trojuholniky. Dokazte, Ze pomer dlZok niektorych dvoch stran pafuholnika
ABCDE je 3:2. (Josef Tkadlec)

Riedenie. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze priamka AC je vodorovnd, pricom
bod A je vlavo a bod E je pod tiou (ako na lavom obrazku). Z toho vyplyva, Ze bod D lezi
nad touto priamkou — pretoZe priamka AC musi pretinaf stranu DE — a takisto bod B musi
byt nad fiou, inak by polpriamka AC rozdelila pafuholnik len na dve Zasti.
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Nech X je prienik polpriamky AC so stranou DE. Potom su trojuholniky ABC, CDX a XEA
zhodné (aj ked poradie vrcholov nemusi byt rovnaké).

UkéZeme, Ze priamka AC je kolma na stranu DE. Predpokladajme, Ze AC nie je kolma na
DE. Vtedy by pri bode X vznikli dva uhly /DXA a /AXE, pricom jeden by bol tupy a druhy
ostry, nemohli by to teda byf zhodné uhly. Ked'Ze ale maju stcet 180°, treti uhol v tychto
zhodnych trojuholnikov by musel maf velkost 0°, ¢o nie je mozné. Naozaj teda AC 1L DE.

Z toho vyplyva, Ze zhodné trojuholniky st pravouhlé. Nech dizky odvesien v tychto troju-
holnikoch st a < b a dizka prepony je ¢ (ako je znédzornené na druhom obrazku). Pretoze
z usporiadania vyplyva, ze |XA| > |[XC|, mame |XA|=b a |XC| =g, teda strana AC ma
dizku |AC| = b —a. Ked'Ze v pravouhlom trojuholniku pre stranu AC plati, Ze jej dizka musi
byt rovna jednej z odvesien (bud’ a, alebo b), a ked'Ze b —a < b, m6zeme usudif, ze b—a = a,
teda b = 2a.



Tymto jednozna¢ne uréime tvar $tvoruholnika ACDE. Trojuholnik ABC mo6zeme umiestnit
pozdiz strany AC (ktord ma dizku a) dvoma réznymi spésobmi (ako je zndzornené na pra-
vom obréazku). V oboch pripadoch je strana trojuholnika ABC s dizkou b zaroven stranou
pituholnika ABCDE. Pretoze strana DE pifuholnika m4 dizku |DE| = |DX| + |XE| = b +a,
a kedze a = %, dostdvame |[DE| = b + % = 3b. Tym padom je pomer dizok prislugnych stran
pafuholnika ABCDE rovny 3: 2, ¢o bolo potrebné dokazat.

Poznamky k bodovani. Byli tfi klicové casti dikazu, to Ze |AC| = |CX|, to Ze trojuhelnik je
pravouhly a poté z toho vyvodit, Ze spravny pomér stran. Za kazdou ¢ast jsme udélovali
¢astecné body.

Uloha 3. Na kruZnici s oznatenym stredom je oznacenych n > 3 réznych bodov rozde-

Tujacich kruznicu na obluky oy,...,0, réznych dlzok kratsich ako polkruznica. Kruznicoveé
operdcie umoznuju:

(i) oznacit priese¢niky dvoch kruznic,

(i) zostrojit kruznice so stredom v niektorom z oznacenych bodov, pricom kruzidlo mdézeme
do kazdého z bodov zapichntt maximalne raz (kym je v lom zapichnuté, moze spravit
viacero kruznic),

(iii) uréit polohu oznaéeného bodu vzhladom na niektort z nakreslenych kruznic (teda &i
lezi na kruznici, vnutri nej alebo zvonka nej).

Dokézte, Ze pomocou tychto operacii vieme urdit, ktory z oblukov oy4,...,0, je najdlhsi.
(Ema Cudaiova)

Riesenie. Body na kruznici ozna¢ime A, A,,..., A, ajej stred S.

Predpokladajme, Ze najdlhsi obluk, ktorého krajnymi bodmi sa 2 susedné body na kruznici,
prislacha tetive A,,A,,,1 (v pripade m = n uvazujeme A,,A;). Potom zrejme pre kazdé k plati
|£AKSAgq| < 12A,,SA,+1| < 180°. Druhd nerovnost plynie z toho, Ze na kazdej polkruZnici
lezia aspor 3 z n-tice bodov. Podobne si uvedomime, Ze |A,, A1 1| > |AxAks1l-

Viimnime si, Ze posledna nerovnost plati prave vtedy, ked ma tetiva A,,A,,,; najmensiu
vzdialenost od stredu kruZnice. Toto pozorovanie teraz dokdZzeme. Kazdy z trojuholnikov
ArSAgy1 je rovnoramenny, pretoze |SAg| = [SAks1| = 7, kde 7 je polomer kruZnice. Vzdia-
lenost tetivy AyAj,; od stredu kruznice, teda vysku tohoto trojuholnika z vrcholu §, vy-
jadrime v zavislosti od uhla /A SAj,; = @ a polomeru kruznice: Plati

v=r s(a)
=r-cos|—|.
2

KedZe cosx na intervale <O,%> klesd, je vyska z vrcholu S v kazdom trojuholniku vacsia
alebo rovna tej v trojuholniku A,,SA,, 1.



Pomocou kruznic tieto vysky porovndme tak, Ze kazdy z trojuholnikov A SAy,; doplnime
na kosostvorec: kruzidlo zapichneme do kazdého z n bodov a narysujeme kruznicu so stre-
dom v bode Ay a polomerom r. Dalej uz do tohoto bodu kruzidlo zapichovat nebudeme.
Priese¢nik kruznic so stredmi v bodoch A a Ay, oznaéme P,.

Podla predpokladu potom plati, Ze |SP,| > |SP,|. Dizky tychto usetiek uZ jednoducho po-
rovname zostrojenim kruznic so stredom v bode S a polomermi |SF|. Body A,,, A,,,;1 Vyme-
dzuju najdlhsi obluk, preto bod P, nelezi vonku Ziadnej z n-tice tychto kruznic. Z toho uz
vyplyva, Ze tento obluk naozaj vieme uré¢it, ako sme chceli dok4zat.

Poznamky k bodovani. Vela riesitelov sa snazilo ulohu vyriesit tak, Ze kruzidlo zapichnua do
kazdého bodu na kruznici a ndsledne spravia 2 kruZnice: kazdé z nich prechddza najblizsim
vyznatenym bodom. Tym ale nie sme schopni porovnat dlzky vietkych oblikov. Dalsie
Casté chyby boli zavedenie priesednika, ktory nemusel nutne existovat alebo neoverenie
toho, Ze konstrukcia vyhovuje zadaniu: konkrétne bolo velmi &asté vytvaranie priese¢nikov
na povodne zadanej kruznici, kde sa lahko stane, Ze novy priese¢nik splynie s jednym zo
zadanych bodov a v dosledku toho sa kruzidlo zapichne do tohto bodu viackrét. Spravne
rieSenia postupovali ako vzorové riesenie alebo pomocou vytvorenia rovnostrannych troju-
holnikov vd'aka priese¢nikom a naslednym porovnavanim ich vysok (¢o nejde tplne priamociaro,
ale d4 sa modifikovat, aby fungovalo). Za konstrukciu bez zd6évodnenia spravnosti sme



dévali 2-4 body podla toho, do akej miery sa vyskytovali ndznaky nejakych zddvodneni.
Za drobné chyby sme strhdvali 1-2 body.

Uloha 4. Dve kruznice k a [ so stredmi postupne v bodoch K a L sa pretinaju v bodoch A
a B, pricom plati KA I AL. KruZnice k a I pretinaju tsecku KL postupne v bodoch P a Q.
Priamky BQ a BP druhykrét pretinaja kruZnice k a [ postupne v bodoch M a N. Dokazte, Ze
priamky PM a QN sa pretinaju v strede kruZnice vpisanej trojuholnika AKL. (Patrik Bak)

Riesenie. Ozna¢me priese¢nik priamok PM a QN ako I. Vysvetlime, Ze sta¢i dokdzaf, ze I
je stred kruznice opisanej trojuholniku APQ: Ak plati |[A| = |IP|, potom spolu s |[KA| = |KP|
mame, Ze KI je os uhla /LKA. Analogicky by potom priamka LI bola osou uhla /ALK, ¢o uz
by stacilo.

Najprv si v§imnime, Ze uhol ZQAP m4 velkost 45°: Ak je |/LKA| = a, potom |/KAP| = 90° -
a/2,ateda |/PAL| = a/2. Podobne, [/KAQ| = p/2, kde |/ALK| = B. Spolu tak |/QAP| = 90° —
a/2-B/2 =45°.

Vd'aka symetrii plati, Ze |/PBQ| = |[/QAP| = 45°. Z toho vyplyva, ze |/PKM| =2 -|/PBM| =
2-45° =90°, a preto [/ZKMP| =[/MPK| = 45°. Analogicky, |/PQI| = 45°, a tak [/QIP| =90° =
2|/QAP|. To znamena, Ze I je nevyhnutne stredom kruzZnice opisanej trojuholniku QAP:
velkost uhla |/QIP| sedi, IQ = IP, a lezi v polrovine uréenej priamkou QP, ktora obsahuje
bod A. Ulohu sme tak vyriesili.

Poznamka. Existuje mnoho sposobov, ako tu pristupit k po¢itaniu uhlov. M6Zeme tiez ukazaf,
Ze body M, K, Q,1, A lezia na jednej kruznici réznymi spdsobmi.

Alternativni feseni: Z véty o obvodovém a stfedovém uhlu plati, Ze

|/MKP| = 2|/MBP| = 2|/QBN| = |/QLN|

A tedy rovnoramenné trojuhelniky MKP a QLN jsou podobné. A tedy [/QPI| = |/QNL| a
tedy je ctyfuhelnik ILPN tétivovy. Znovu z obvodovych thld mame

1 1
[ZILP|=|ZINP|=|/QNB| = 5|.QLB| = 5|ALQ|



Kde posledni rovnost plyne ze symetrie kruznic podle pfimky KL.

Méme tedy, Ze LI je opravu osou thlu /ALK. A analogicky dostaneme i Ze KI je osou /AKL
a tedy je I stfed kruzZnice vepsané AKL.

Poznamka. je dobré si vSimnout, Ze toto feSeni nikde nevyuziva thel [/KAL| = 90°. Opravdu
uloha plati i bez tohoto pfedpokladu.

Poznamky k bodovani. Za ¢aste¢na pozorovani o trojuhelnicich NLQ a PKM a o thlu QIP
jsme udélovali 1-2 body.

Uloha 5. Dany je tetivovy $tvoruholnik ABCD s priese¢nikom uhloprie¢ok T vpisany do
kruznice w. Nech M je stredom obltika AD kruznice w obsahujtceho B a C. Predpokladajme,
Ze na usetkach BT a CT lezia postupne body P # B a Q # C také, Ze plati |[MP| = |MB|
a [MQ| = |MC|. Nech O je stredom kruznice opisanej trojuholnika PQT. Dokézte, Ze plati
|tMOA| =|/MOD,|. (Michal Pecho)

Riedenie. Viimnite si, Ze |MA| = [MD|, takZe na dok4zanie |/MOA| = |/MOD)| sta¢i dokéazat
|OA| = |OD]. Plati
|/.PBM| =|/DBM| =|/DAM| =|/ADM| =|,ACM| = |.QCM]|.

Ked'Ze trojuholniky BMP, AMD a QMC st rovnoramenné, si navzajom podobné, a preto
plati

|/.BMP|=|/AMD|=|/QMC]|.
Otocenie R(M, |£AM D) zobrazuje trojuholnik DPC na trojuholnik ABQ, ¢o implikuje |AB| =
|IDP| a |CD| =]AQ)|. VSimnite si, Ze trojuholniky TCD a TBA st podobné z vety uu, a preto

IDT| _|AT| __ [DT| _|AT]
CDI ~ [4B] — 1AQ|  IDP|

= |DT|-|DP|=|AT]|-|AQI.

Saciny |DT|-|DP| a |AT| - |AQ| predstavuja postupne mocnosti bodov D a A ku kruznici
opisanej TPQ. KedZe tieto mocnosti st rovnaké, mame |OA| = |OD|, ¢o stacilo dokazat.

A

Alternativni feseni. Oznacme S stfed kruznice opsané ABC. Jako v pfedchozim feseni ukazeme
jen, Zze O lezi na ose strany AD, tedy v nasem poddéni, Ze S, O, M lezi na pfimce.



Oznalme

e a =|/BMP|. Obdobné jako v predchozim reseni plati a = |/QMC].
e 3 =|/POC]| (na obrazku ve sméru hodinovych rucicek).
o ¥ =|/BSC|.

Z obvodového a stifedového dhlu mame 2a = |ZAOD|.

Také z obvodovych a sttedovych uhla plati
p=2|.CTD|=2(|.TAD|+|/ADT|)=|,CSD|+|,ASB|.

Zkombinovanim téchto pozorovani mame, Ze 2a + f +y = 360°.

A

Oznalme:

e ¢, Rotaci se sttedem M a thlem «,
e @s: Rotaci se sttedem S a thlem v,
e ¢o: Rotaci se sttedem O a thlem fS.

ProtoZe soucet 2a +  + y = 360° dostavame, Ze zobrazeni ¢, které vznikne jako sloZeni
P=PsoPmoPooPm
musi byt néjaké posunuti. A protoze

B P o c¥ B,

je toto zobrazeni identita.

Zvolme bod X takovy, Ze @) (X) = O a ozna¢me @,((O) = X’. Ze symetrie pak plati, ze Oi M
lezi na ose XX'.

Pak protoZe ¢ je identita a
xBoBolx.
Musi platit, Ze ¢5(X’) = X a tedy S musi leZet na ose XX’ a tedy S, O, M leZi na pfimce.

Druhé alternativni feseni: Dokazeme, Ze M O je kolmé na AD, coz obdobné jako v pfedchozich
feSenich je dostacujici k dokazani alohy.



Ozna¢me ¢ kolmici na AD vedenou bodem M. Oznaé¢me S; a Ry postupné stiedy PT a

BP. Vsimnéme si, ze pak |S{R;| = %lBTl. Ozna¢me O; prusecik osy PT s €. VSimnéme

si, Ze S{MO1R; je pravouhly lichobéznik a tedy |[MOy| = %, upravené 2|MO,| =
BT

sin(Z(R{MOy))

Z kolmosti MO; L. AD a RyM 1 BD mame, Ze |/R{MO;| =|/BDA| a z obvodového thlu pak
|¢BDA| =|/BCT]|. Celkové tedy méme, Ze

|BT|
2IMOy|= ———
IMO| sin(£(BCT))

Analogicky ozna¢me S, a R, postupné stredy QT a CQ a dale Ozna¢me O, prusecik osy QT
s .

ICT|
sin(Z(CBT))
2|M O, a tedy IMO;| = [MO,|, z ¢ehozZ plyne, Ze osy stran PT a QT se opravdu protinaji na
¢, coz jsme chtéli dokazat.

Analogicky ziskdme vztah 2|]MO,| = . Ze sinovy véty v ABT C tedy mame 2|M O, | =

Poznamka: Je dobré si v§imnout, Ze toto fesSeni nevyuziva nijak predpoklad, Ze M je stred
oblouku a tedy obecné pro libovolny bod M na kruznici opsané ABCD plati, Ze MO 1L AD.

Poznamky k bodovani. Néktera feseni rikala, Ze ¢tyfuelnik ABCD musi byt obdélnik, coz ale
nemusi byt pravda. Za dokazani podobnosti trojuhelniki AMBP a AMQC jsme davali 2
body. Za néasledné dokazani |AQ| =|DC|,|DP| =|AB| dalsi 2 body.

Uloha 6. Je dany konvexny Sestuholnik ABCDEF, v ktorom plati |AB| = |EF|, |BC| = |FA],
|/.BCD| = |/DEF| a |tABC| = |£CDE| = |LEFA|. Dokézte, Ze kolmica na BF veden4d bodom D
prechddza ortocentrom trojuholnika ACE. (Zdenék Pezlar)

Riesenie. Zo zadanych podmienkach vyplyva, Ze trojuholniky BAC a FEA st zhodné, takze
|AC| = |AE|, ¢o dava |/ECA| = |/AEC]. To spolu s rovnostou |/DCB| = |/FED| dava

|tcDCE|+|£ACB| = |/CED| +|/FEA|.
Trojuholniky ABC a CDE maju pri vrcholoch B a D rovnako velké uhly, a preto
|¢DCE|+|/CED|=|/ACB|+|/BAC|.



S¢itanim poslednych dvoch rovnosti a pouzitim |/FEA| = |/BAC| méme |/DCE| = [/BAC|.
Tym padom ABAC ~ ADCE ~ AFEA.
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V dalsej faze preformulujeme dokazované tvrdenie. Bod D a ortocentrum ACE oznacené
ako H zobrazme v stredovej sumernosti podla stredu CE. Dostaneme postupne body D’
a H'. Sta&i dokdzat, ze H’D’ 1 BF. Pre bod H’ je zndme, Ze leZi na kruZnici w opisanej ACE,
to pouzijeme neskor. Pre bod D’ zatial dokdZzeme |FD’| = |FE| resp. |BC| = |BD’|. K tomu
pouzijeme §pirdlnu podobnost: zo stredovej simernosti mdme, Ze trojuholniky DCE a D’CE
su podobné; spolu s tym, Ze aj DCE a FDE st podobné, dostdvame, Ze tieZ trojuholniky
ED’C a EFA st podobné a to dokonca priamo, takzZe zo $piralnej podobnosti aj trojuholniky
ED’F a ECA musia byf priamo podobné. KedZe |AC| = |AE|, tak nutne |FE| = |[FD’|. Vztah
|IBC| = |BD’| dokdZeme analogicky. TaktieZ analogicky dokaZeme podobnost trojuholnikov
BCD’ a ACE. Spojenim tychto podobnosti dostavame |/D’FE| = |/CAE|=|/,CBD’|.

V poslednom kroku uvézme obraz D” bodu D’ v osovej simernosti podla BF. Dokézeme, Ze
body H’,D’,D” lezia na priamke, ¢im bude tloha hotové, kedze DD” 1 BF. Bod H’ je stre-
dom oblidka EH’C kruZnice w, sta¢i teda dokézat, ze D” lezina w a D’D” je osouuhla CD”E.
Toto dokdZeme nasledovne: Z osovej simernosti a z predoslého odseku mame |[FD”| = |[FD’|
a |FD|" = |FE|, takze F je stredom kruznice opisanej trojuholniku D”D’E a potom z vety
o obvodovom a stredovom uhle méme |/D’D”E| = %lLD’PEl. Podobne [/CD”D’| = %lzCBD’L
No a ked'Ze z konca predoslého odseku vieme, ze uhly /D’FE a /CBD’ maju velkost rovnu
velkosti /CAE, tak sme hotovi.

Poznamky k bodovani. Ulohu nikdo nevytesil. 1 bod jsme davali za vyuZiti shodnosti trojahelniki
AEFA a AABC k ukazani rovnoramennosti AACE. 2 body jsme davali za feSeni, ktera navic
ukdzala, Ze ACDE je podobny s AEFA a AABC.



