16. leden 2026

Pro ziskdni plného poctu bodu je tfeba feseni zdivodnit, nejen vypocitat.

Uloha 1.

Mame c¢tvercové poédium o strané 1 metr (vysSrafovany
¢tvereCek uprostred), ze které vedou do vsech ¢tyf stran
schody dolt. Kazdy schod je 1 metr Siroky. Michal a Vitek
obarvili vrchni stranu kazdého schodu barvou. Michal
pouzil zelenou barvu a Vitek oranZovou barvu. Na obrazku
vidite pohled shora na findlni vysledek. Kdo pouzil vice
barvy?

(Maria Domanyova)
Reseni

Miizeme si v§imnout, Ze hranice schodi tvofi postupné ¢tverce. Nejvétsi z nich mé stranu
délky 7 metrd, druhy nejvétsi 5 metrd, pak 3 metry a samotné pédium mé stranu délky 1
metr. Schody nejbliZze k pédiu tak maji dohromady obsah 32-12 m?, ty o jedna déle 52~3% m?
a ty nejvétsi a nejvzdalenéjsi 72 — 52 m?. (Vzdy od¢itdme obsah néjakého mensiho ¢tverce od
obsahu néjakého vétsiho ctverce.) Jednoduse tak uz spocitame obsahy jednotlivych barev:

3 1 1
Soraniové:Z'(72_52)+Z'(52—32)+Z'(32—12)218+4+2=24m2,

1 3 3
Szelené:Z‘(72_52)+Z'(52—32)+Z-(32—12):6+12+6:24m2.

Vidime tedy, Ze oba pouZzili barvy stejné.



Uloha 2.
Je dany rovnostranny trojuhelnik ABC. Uvnitf jeho stran vyznaé¢ime body D, E, F a G tak,
Ze BD je kolma na AC, DE je kolma na BC, EF je kolmé na BD a FG je kolmd na BC. Urcete
pomér |BG|:|GE|: |EC|.

(Marian Macko)

Reseni

Oznacme si S stred tsecky BC. Bod D je stfed usecky AC, protoze vysky v rovnostranném

trojuhelniku splyvaji s osami stran. Dale, jelikoZ je DS stfedni prickou v trojuhelniku ABC,
tak je i trojuhelnik SCD rovnostranny. Obdobné je ted i bod E stted tsetky SC, tedy |[EC| =
1IBC].
: Trojuhelnik BEF je také rovnoramenny, protoze EF je rovnobézné s CA (diky kolmosti
EF i AC na vysku BD). Zaroven ma stranu dlouhou |BE| = %|BC| a G je opét stred usecky BE.
Méme tak |BG| = |GE| = 3|BC|.

Vysledny pomér je tak

3
|IBG|:|GE|:|EC| = 3 :

| W
s

coZ muzeme jeSté pokratit:
BG|:|GE|:|[EC|=3:3:2.

A




Uloha 3.
Necht ABCD je lichobéZnik spliujici AB || CD a AB 1 AD. Piedpoklddejme, Ze existuje
bod X na strané AD takovy, Ze plati |AX]|: |[XD| =2 :1 a |[§CXD| = |[JAXB|. Na zavér
predpoklddejme, Ze obsah trojtihelnika BCX je roven 16 cm?. Vypotitejte obsah lichobéznika
ABCD.

(Maria Domanyova)

Reseni
Mame dano, Zze AB||CD a AB 1 AD. To znamena, Ze strana AD je kolma na obé zaklady
naseho lichobézniku, tedy |[§XAB| = 90° a [JXDC| = 90°. Navic vime, Ze |[JAXB| = |[§CXD|,

tedy trojuhelniky AAXB a ADXC jsou podobné podle véty uu. Diky této podobnosti mame

rovnost pomeéru stran:
|AB|  |[AX| 2

ICD| |XD| 1°
Oznacenim |CD| = x ziskdvame |AB| = 2x. Také ozan¢me |DX| =y, pak |AX]| = 2y.
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Nyni spoc¢itdme obsah lichobéZniku ABCD dvéma rtiznymi zptsoby. Prvné ho spoc¢itame
jako soucet obsaht trojuhelnikt AAXB, ACXD, and ABCX:
1 1
Saaxp = 5 *|AB| - JAX| = ~(2x)(29) = 2xy em?,

1 1
S (X)) = Sxy cm?.

Vyuzitim toho, Ze obsah ABCX je 16 cm?, tak celkovy obsah je:

1
Sacxp = §'|CD|'|XD| =

1 5
&WCDzzxy+§xy+16:Exy+16an? (1)
Obsah mtizeme spocitat i standradnim vzorcem pro vypocet obsahu lichobéZniku:
|AB| +|CD| 2x +x 3x 9
Sapcp =————— |AD|= 3y =—=--3y=2xp cm? (2)

Porovnanim vyrazi v (1) a (2) ziskavame:
9 5
—xy = =xy + 16.
2=

Odeétenim 3xy od obou stran méme:
2xy=16 — xy=28.

Nakonec dosazenim zpét do vztahu (2) pro obsah lichobéZnika mame Zddany vysledek:

9
SaBCD = 5" 8 cm? = 36 cm?.



Uloha 4.
Je dany rdznostranny ostrouhly trojuhelnik ABC. Ozna¢me D a E po fadé paty vysek z A na
BC a z Bna AC. Uvazme body X, Y takové, Ze DXEY je kosoctverec a X leZi na tisecce AB.
Predpokladejme, Ze C lezi uvnitf ¢tyfuhelnika DXEY a zZe plati [JCAY| = [JAYE|. Urcete
velikost thlu ¢ABE.

(Patrik Vrba)

Reseni

Z rovnosti [JCAY| = [JAYE| vime, Ze AEY je rovnoramenny trojuhelnik, neboli |[EA| =
|[EY|. Také protoze DXEY je kosoctverec, tak plati |[EA| = |EX].

Jelikoz D a E jsou paty vysek, tak [JADB| = [JAEB| = 90°. Z Thaletovy véty tedy body D
a E lezi na kruznici nad pramérem AB. Oznac¢me stfed této kruznice O. Vime, Ze O leZi na
AB a zaroven |OD| = |OE|, takze O = X. Z toho plyne rovnost délek |AX| = |BX| = |DX| = |[EX],
tudiz AXE je rovnostranny trojuhelnik a BDX a BXE jsou rovnoramenné trojuhelniky.

Déle spocitime néjaké uhly. Uz vime, Ze AXE je rovnostranny, tedy [JAXE| = 60° a
z vedlejsich uhla tak |[JBXE| = 120°. JelikoZz BXE je rovnoramenny, tak kone¢né mame
|9 XBE| = |4ABE| = 30°, jak jsme chtéli.




Uloha 5.
Méjme ¢tverec ABCD. Na ptimce AD lezi bod E tak, Ze |AE| = |BD| a D lezi mezi body
A a E. Osa tsecky CE protne pfimku CD v bodé F. Dokazte, Ze pfimka EF je rovnobézna
s thlopri¢kou BD. Plati toto tvrzeni i kdyZ bod A lezi mezi body D a E?

(Marian Macko)

Reseni

Ukazeme, Ze pfimka i thlopficka jsou kolmé na pfimku AC. Nejprve vyfesime ptipad,
kdyz D lezi mezi body A a E. Protoze BD a AC jsou thlopficky Ctverce, jsou stejné dlouhé.
Z toho plyne, Ze CAE je rovnoramenny trojuhelnik.

V rovnoramenném trojuhelniku splyva vyska na zdkladnu a jeji osa. Zde osa tsecky CE
splyva s vySkou z vrcholu A v trojuhelniku ACE, tedy AF L CE. JelikoZ ABCD je (tverec,
méame CD | AD a CF je tak vySkou v trojahelniku ACE z vrcholu C. Tim padem je bod F
ortocentrum trojuhelniku ACE (leZi na priseciku vysek). Z toho ale ziskame, Ze i EF vyskou
tohoto trojuhelniku a tak EF | AC. A také protoze uhlopricky ¢tverce jsou na sebe kolmé,
tak BD 1. AC, a tedy BD || EF.
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Nyni se podiviame na pripad, kdyz A lezi mezi D a E. Opét ziskdme, Ze |[AC| = |AE| a Ze
trojuhelnik ACE je rovnoramenny.

Z toho, Ze ACE je rovnoramenny, muZeme opét odvodit, Ze CE je vyska z vrcholu A a
CF je vyska z vrcholu C v trojuhelniku ACE. Opét je tak F ortocentrum trojuhelniku ACE.
Z toho je zase EF vyskou a tak EF 1 AC a tedy EF || BD diky kolmosti adhlopri¢ek ¢tverce.






Uloha 6.
Necht ABCD je konvexniﬂ ¢tytuhelnik, v némz plati |[AB| = 2, [BC| = 1 a [JCDA| = 60°.
Najdéte nejvétsi moznou délku thlopricky BD a dokaZzte, Ze nemuze byt delsi.

(Josef Tkadlec)

Reseni

Trik je v tom, zacit si kreslit obrazek od spravnych bodt. Za¢neme s bodem D a nakres-
leme polopfimky DA (smérem doprava) a DC (smérem Sikmo nahoru) svirajici thel 460°.
Kde mtize lezet bod B? Diky konvexité a podmince |AB| = 2, miiZe byt pouze ve vodorovném
pase vysky 2 “nad” polopfimkou DA. Podobné diky |BC| = 1, musi B lezet v pésu $ifky 1
“napravo” od polopfimky DC. Musi tak leZet v priniku téchto pasd, coZ je rovnobéznik.
Nejvzdalenéjsi bod od D je zjevné protilehly vrchol tohoto rovnobéZzniku. Body A, C jsou
pak paty kolmic z B na prislusné polopfimky. Takto tedy bude vypadat ¢tyfuhelnik ABCD,
pro ktery uhlopficka BD ma nejvétsi moznou délku.

V tomto ¢tyfahelniku ABCD jsou uhly pfi A a C pravé. Dopocet délky BD je uZ stan-
dardni pocitani s “polovinami” rovnostranych trojuhelnikd. Napfiklad ozan¢me E = AB N
CD. Diky |[4CBE| = 60° a CE L BC je |BE| = 2-|BC| = 2. Tedy |AD| = %lAEl = % Z Pythago-

rovy véty v trojuhelniku DAB méme [DBJ?> = L2 +4 =28, a tedy |DB| = $V21.
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"Mnohothelnik nazyvdme konvexni, pokud jsou vSechny jeho vnit¢ni thly mensi ne 180°.



