23. leden 2026

Uloha 1. -

Do kruznice k s polomérem r je jako na obrazku nakreslena krivka
c, ktera vznikla sjednocenim Sesti shodnych ¢tvrtkruznic. V zavis-
losti na r vyjadrete délku této krivky.

<

(Karel Pazourek)
Reseni

Necht O je stfed kruznice k a A a B jsou dva sousedni body, které lezi na c i k. VSimnéme
si, ze plati |OA| =|OB|=r a |[JAOB| = % -360° = 60°, takze trojuhelnik AOB je rovnostranny,
a tudiz |[AB| =r.

Necht P je stfed kruznice, které pfislusi oblouk AB ktivky c. Tento oblouk je ¢tvrtkruh,
takze |9APB| = i -360° = 90°, a tedy |PA| = |PB| = # Nyni mizeme spocitat délku kfivky
c:

1 r\/z 3\/5

délka (c) = 6 - délka (oblouku AB)=6- 1 2717 =—mr.




Uloha 2.
Méjme trojuhelnik ABC, ve kterém plati |AB| = |[AC|. Ozna¢me M stfed strany BC. Dale
necht N je bod takovy, ze AM || CN a |AN|=|MN|. Urcete pomér obsahti trojuhelnik ABC
a ANC.

(Marian Macko)

Reseni

Ozna¢me P stfed asecky AM. Trojuhelnik AMN je rovnoramenny se zakladnou AM.
Proto N lezi na ose usecky AM, coz je pfimka PN. Proto plati AM 1| PN.

Trojahelnik ABC je téZ rovnoramenny, a proto plati AM 1 BC, jelikoz AM je osa tsecky
BC. Dale mame, ze CN || AM. Z toho jiz vyplyva, Ze PMCN je obdélnik. Mame tak

1
INC|=|PM| = §|AM|-
Nyni se pokusime vyjadrit obsahy obou trojuhelnikdt pomoci délek tsecek AM a BC.
Nejprve vidime, zZe obsah trojuhelniku AN C mizeme spocist nasledovné:
Sanc =SamceN —Samc
Dale vyjadfime obsah trojuhelniku AMC nasledovné:
IBC| 1
2 4
Ctytahelnik AMCN je lichobéznik, tedy mfizeme spocitat jeho obsah pomoci délek jeho
zakladen a jejich vzdalenosti.

1 1
Samc = 5/AM]-|CM]| = S|AM] [AM]-|BCl.

Snadno pak mame

1 1 IBC|
SAMCN = E(IAMI +|NC|)-IMC| = - (|AM] + EIAMI)-

1 3
- 21 =2|AM]|-|BC],
- = = 1AM BC|

a tedy
3 1 1
Sanc = SamcN — Samc = §|AM| -|BC| - ZlAMl -|BC| = §|AM| -|BC].

Konecné S pc = %lAMI -|BC|, z ¢ehoz jsme hotovi:

Sapc _ 3IAMI-IBCI _ |
Sanc  §|AM|-|BC|




Uloha 3.
Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Ozna¢me P a Q po fadé stied oblouku AC neobsahujiciho
B a stfed oblouku AB neobsahujiciho C kruznice opsané trojuhelniku ABC. Budte R a S
body po fadé na pfimkach AP a AQ tak, Ze AC L CRa AB L BS. Dokazte, Ze stfed kruznice
vepsané trojuhelnika ABC lezi na pfimce RS.

(Patrik Bak)

Reseni

Oznac¢me I stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC. UkazZeme, Ze [ je pata kolmice z A
na RS, t.j. ze thly JAIS a JAIR jsou pravé.

Nejprve ukazeme, Ze ¢tyiftuhelniky AIBS a AICR jsou tétivové. Oznaéme «, 5, y ptislusné

uhly v trojahelniku ABC.
Protoze Q je stfed oblouku AB, tak |QA| = |QB|. Proto plati

180°—|JAQB| _ 180°—(180°—|¥BCA|)
2 B 2

Miuzeme pak spocitat |[JASB| = 90° —|4SAB| =90° — y/2.
Nyni uvazme trojuhelnik AIB. Uhly 4BAI a $ABI maji velikosti po fadé a/2 a /2, tedy

|9SAB| = [¥QAB| = =y/2.

|JAIB| = 180° — /2 — p/2 =180° + y/2 — (a + B+ ¥)/2 = 180° + /2 — 180°/2 = 90° + /2.

Zjevné bod S leZi vné trojuhelnika ABC a I lezi uvnitt, tedy I a S leZi na opaénych stranach
primky AB. Jelikoz

|[SASB|+ |[SAIB| = (90° —¥/2)+(90° + y/2) = 180°,

tak body A, I, B a S lezi na kruznici. Podobné body A, I, C a R lezi na kruznici.
Konecné, protoze |[JABS| =90° a |[JACR| = 90°, tak jsou tsecky AS a AR pruméry téchto
dvou kruznic, tedy
|[SAIS|+[3AIR| =90° +90° =180°,

coz znamena, Ze body R, I a S leZi na jedné primce.

Poznamka. Je znamé, Ze body A, I, B lezi na kruznici se sttedem Q. To je velmi uzite¢na
vlastnost, ktera se ¢asto v ulohach hodi. Diky tomuto faktu hned plyne, ze S téz na této
kruznici leZi, jelikoZ AS je jeji pramér.



Uloha 4.
Je dan konvexni ¢tyfuhelnik ABCD takovy, Ze uvnitf néj existuje bod P splnujici |AP| = |AB|,
|IDP| = |[DC|, [§PBA| = 2|¢PAD| a |[§PCD| = 2|4PDA|. Ozna¢me O stfed kruznice opsané
trojahelniku PBC a dale M stred tsecky OP. Dokazte, ze |MA| =|MD|.

(Michal Pecho)

Reseni

Body A a O lezi na ose Gsecky BP a body D a O lezi na ose usecky CP. Rychlé ahleni nam
da:

|[SOAD| = |3OAP|+|4PAD|
= 90° — [4BPA| + |3PAD|
= 90° — |4PBA| + |4PAD|
=90°-2-|4PAD| +|4PAD|
= 90° — [4PAD].
Analogicky ziskame |[JODA| = 90° — |[§PDA|. Ozna¢me Z obraz O v osové soumeérnosti

podle AD, zjevné pak OZ 1 AD. Ze symetrie mame |[{ZAD| = [§OAD|a |[§ZDA| = |[4ODA|.
Proto plati

|9ZAP| = |[4ZAD|+|4PAD| = 90° — |[4PAD| + |4PAD| = 90°,
|4ZDP| = |4ZDA|+|4PDA| = 90° — |[4PDA| + |4PDA| = 90°,

coz znamena, ze Z lezi na kruznici opsané trojuhelniku PDA a PZ je jeji pramér. Proto
stred N usecky PZ lezi na ose usecky AD. Jelikoz MN || OZ (MN je stfedni pricka troja-
helniku AOPZ)a OZ 1 AD, ziskame MN 1 AD. Proto pfimka MN je osa usecky AD, tedy
IMA|=|MD|.




Reseni II
Ozna¢me P’ a P” po fadé obrazy P v osové soumérnosti podle pfimky AD a ve stfedové
soumérnosti podle stfedu tsecky AD. Ze zadanych thlovych podminek mame

4P'DP| = 2-[4ADP| = |§DCP| = [§DPCl,

takze P’D || PC. Jelikoz pfimka DO je osa tsecky CP, taktéz plati DO L PC. Proto dokonce
plati P’D 1 DO. Analogicky plati P’A 1 AO.

Ozna¢me konecné S stied usecky AD. Jelikoz S je téz stred usecky PP”, tak tsecka SM
je stfedni pricka v trojahelniku OPP”, coz znamena SM || P”O. Abychom tedy ukazali, ze
M lezi na ose usecky AD (ktera prochazi bodem S), sta¢i nam dokazat, ze plati P”O 1L AD.

Pouzijeme nyni znamy fakt, ze thlopficky ¢tyfahelnika P”AOD jsou na sebe kolmé pravé
tehdy, kdyZ maji protilehlé strany stejné soucty ¢tvercti délek: |P”’D|?+|AO|? = |[P”A|>+|DO|?.
Ze symetrie mame

IP”D|? +|AOJ? = |[P’A]? +|AO|)? = |[P’O)? = |[P’D|* + |DO)? = |P”AJ)> +|DOJ?,
coz znamena P”O 1 AD, ¢imz je diikaz ukoncen.

/! /
P o oP
! N




Uloha 5.
Necht ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik takovy, Ze existuje bod E na strané AB splnujici [JADE| =
[9DEA|=|4DCE|a|4ECB| = |94BEC| = [4EDC]|. Dokazte, Ze jedna ze spole¢nych tecen kruz-
nic vepsanych trojahelnikim AED a BEC je rovnobézna s pfimkou CD.

(Patrik Bak)

ReSeni
Bud'te I a | po fadé stfedy kruznic vepsanych trojihelnik AED a BEC. VSimnéme si, Ze
|SEID| =180° - [JIDE|-|4DEI| =180° - |[9DEA| =180° - |4DCE|,

tedy body C, D, E, I lezi na kruznici. Analogicky body C, D, E, | leZi na kruznici. Dokonce
tedy vSech pét boda C, D, E, I, ] lezi na jedné kruznici.

Jedna ze spolecnych tecen nasich dvou kruznic je pfimka AB — tedy ta druha je obraz
primky AB v osové soumérnosti podle pfimky I]. Ozna¢me P, Q priiseciky obrazu AB v této
soumérnosti po fadé s pfimkami ED a EC. Ukazeme, ze PQ a CD jsou rovnobézné, tak, ze
ukazeme |JEPQ| = |JEDC].

Oznac¢me R, S pruseciky primky I] po fadé s pfimkami ED a EC. Spocitame:

[¥ERS| = |4RIE| + |$REI| = |4]IE| + |4DEI| = [$EC]| + |4EDI| =

|¥CEJ|+[9EJI| = |¥SE]J|+[9SJE| = |[$RSE]|.

Jelikoz PQ) je obraz pfimky AB v soumérnosti podle I], tak vSechny tfi pfimky bud prochazi
jednim bodem, a nebo jsou vSechny navzajem rovnobézné.

a) Nejprve se podivame na pripad, kdy pfimky PQ, AB a I] jsou navzajem rovnobézné.
Pak rychlé ahleni da

IJEPQ| = |JERS| =[4ESR|=|4BES| =[JBEC| = [JEDC],
tedy pfimky PQ a CD jsou rovnobézné.
b) Dejme tedy tomu, Ze se pfimky PQ, AB a I] protinaji v bodé T. Poté vyahlime
|[SEPQ| =|4ETP|+|4PET|=2-|JETR|+|4RET|=[ETR|+ (JETR|+|4RET|) =

|SETR| +|4ERS| = |4ETS|+|4EST| = |[4BEC| = |SEDC].
Tedy jsou PQ a CD téZ rovnobézné.

Ve vsech pripadech jsou PQ a CD rovnobézné, jak jsme chtéli.




Uloha 6.
V ostrouhlém rtznostranném trojuhelniku ABC oznaéme I stfed kruznice vepsané a M
stfed oblouku BC obsahujiciho bod A kruznice opsané trojahelniku ABC. Body K a L lezi po
radé na useckach BM a CM tak, ze pfimka AK je te¢nou kruznice opsané trojuhelniku AIC
a pfimka AL je te¢nou kruznice opsané trojuhelniku AIB. Dokazte, Ze body K, L a I leZi na
jedné primce.

(Patrik Bak)

Reseni

Bud O stfed kruznice opsané trojuhleniku ABC a K’ prusecik pfimky IO s te¢nou ke
kruznici opsané trojuhelniku AIC v bodé A. Dokazeme, ze K’ lezi na pfimce BM. Z toho
pak plyne K’ = K a nasledné i, ze K, I a O lezi na jedné pfimce. Analogicky pak leziiL, I a
O na pfimce, ¢cimz budeme hotovi.

Necht D je druhy prisecik pfimky OI a kruZnice opsané trojuhelniku AIB. Jednodu-
chymi pocty s ahly ziskavame

1 1
[4BDO = [4BDI| = |4BAI| = 5|4 BAC| = 5|4BMC| = |4BMO],

kde jsme vyuzili, Ze O lezi na ose thlu $§BMC. Protoze [§BDO| = |[$BM O], tak body B, D,
M a O leZi na jedné kruznici.

Necht X je druhy pruasecik te¢ny ke kruznici opsané trojuhelniku AIC v bodé A a kruz-
nice opsané trojuhelniku ABC. Dale necht S je stfed kruznice opsané trojuhelniku AIC. Je
znamé, ze S je stied oblouku AC neobsahujici bod B kruznice opsané trojuhelniku ABC.
Jelikoz X A je te¢nou ke kruznici AIC, tak AS 1 AX, a tudiz X, O a S leZi na jedné primce.

Pfenasenim uhlu ziskavame
|[9ADO| = [§ADI| = [§ABI| = [§ABS| = [§JAXS| = |4AX O],

¢ili A, D, X a O lezi na jedné kruznici.



Jako w; ozna¢me kruznici opsanou trojahelniku ABC, jako w, kruznici prochazejici body
B, D, M, O ajako wj kruznici prochazejici body A, D, X, O. Pfimka AX je chordalou kruznic
w1 a wz a ptimka DO je chordalou w, a w3. Tim padem K’, praselik pfimek AX a DO, je
poten¢nim stfedem kruznic wq, w, a wsz. Tedy K’ lezi i na chordale w; a w,, tj. na pfimce
BM. Z toho uz plyne K’ = K, diky ¢emuz jsme, jak uz bylo fec¢eno, hotovi.

Reseni II (Vyuzitim Pascalovy véty)

Necht O je stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC. Dokazeme, ze body K, O, I lezi na
pfimce. Opét se analogicky dokaze, zei L, O, I lezi na pfimce, ¢imzZ budeme hotovi.

Necht N je stfed oblouku BC neobsahujici bod A kruznice opsané ABC. Je zjevné, zZe
body M, O, N leZi na jedné pfimce a Ze i body A, I, N leZi na jedné pfimce.

Oznac¢me stfed kruznice opsané trojuhelniku AIC jako S. Je znamé, Ze S je stfed oblouku
AC neobahujici bod B a lezi na pfimce BI. Necht X je druhy prasecik pfimky AK s kruznici
opsanou trojuhelniku ABC. Jelikoz XA je tecnou ke kruznici AIC, tak je AS 1 AX, a tedy X,
O, S leZi na jedné primce.

Nyni mUzeme vyuzit Pascalovu vétu na Sestithelnik AXSBMN, ¢imz ziskavame, Ze pru-
seCiky dvojic ptimek (AX, BM), (XS,MN)a (SB,NA) lezi na pfimce. To jsou ale po fadé body
K, O aI ajsme tedy hotovi.




